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Introduccion

En este trabajo se pretende llegar a crear un modelo que toma en cuenta la
esperanza de vida, el tipo de trabajo y las aportaciones utilizando la ayuda
de estadistica, actuaria y algunos supuestos econémicos de manera que estas
tres areas en conjunto lleguen a un modelo y dependiendo de esté definir cual
es el momento indicado para que una persona se pensione y no solo dependa
de una fecha ya fijada.

El servicio de seguros (pensiones) de cada pais o compania debe de ser ca-
paz de asignar primas asi como cuotas a aquellos que estén asegurados para
cubrir las cantidades que habra de pagar la compania o el pais -segin sea
el caso-, en los casos de muerte del asegurado, retiro por edad, retiro por
accidente de trabajo entre otras. Normalmente los métodos disponibles para
estimar las probabilidades relacionadas con las pensiones son calculadas por
medio de tablas de vida estandarizadas, es decir toman una tabla para todos
los individuos en general en un tiempo determinado.

El objetivo de esté trabajo es abordar el problema de las pensiones como ya
se menciono anteriormente y llegar a un modelo matematico que sea aplica-
ble a este problema en general.

Pero que es una pensién. Una pension, es una prestacion social otorgada
mediante la asignacién de una cantidad de dinero mensual o anual a un tra-
bajador o a su familia, por un servicio prestado anteriormente.

Para abordar el problema de las pensiones es necesario que tengamos en
cuenta que esta depende de varios factores (la edad, el tipo de trabajo, aporta-
ciones), que son determinantes para poder deducir que tipo de pensién va
a tener la persona. Por ejemplo, una persona que trabaja en una oficina es
mas probable que reciba una pensién por edad o por anos de servicio, sin en
cambio una persona que se dedica a la construccién (de edificios) su proba-
bilidad de sufrir un accidente es mayor que de la persona que trabaja en una
oficina por lo cual tiene mayor probabilidad de pensionarse por accidente de



trabajo o muerte. En este tltimo caso entiéndase que la pension la recibira
el trabajador o sus familiares segin sea el caso.

En el Capitulo 1 se aborda el tema del estimador de maxima verosimili-
tud asi como el procedimiento a seguir para obtenerlo, junto con una breve
indagacion sobre la informacién de Fisher.

En el Capitulo 2 se da una breve introduccién a algunos términos actu-
ariales que se utilizaran para el modelo a plantear, entre ellos esta tasa de
interés, valor presente, salarios, entre otros.

En el Capitulo 3 vemos la funcién de supervivencia y la funcién de mor-
talidad asi como algunas funciones de decremento multiple -las que se con-
sideran mas importantes- y una breve explicacién de el modelo de Larson y
Dinse.

En el Capitulo 4 es donde se conjuntan los temas anteriores para llegar
al modelo y se presentan las variables consideradas importantes para esté asi
como una breve explicacion de su aplicacion.



Capitulo 1

Estimador de maxima
verosimilitud

1.1 Verosimilitud

El estadistico de verosimilitud para un modelo estadistico es definida por la
misma férmula de la densidad, pero los papeles de los datos x y el parametro
que se intercambian 6

De esta manera la funcién de verosimilitud es considerada una funcion de 6
para datos fijos x, mientras que la densidad es considerada una funcién de x
para 6 fijo (pero los dos son la misma funcién)

La funcion de verosimilitud realmente es un concepto ligeramente mas general

La(0) = v() fo(x) (1.1)

la verosimilitud para el modelo cuando v(z) es cualquier funcién de valores
estrictamente positivos de x que no contiene el pardmetro . La razén para
esta extension de la nocién es que todos los usos que nosotros hacemos de la
funcion de verosimilitud no serd afectada de forma alguna por la presencia
o ausencia de v(x). La manera de hacer uso de la definicién extendida es
extender las condiciones multiplicativas en términos de la densidad eso no
contiene el parametro.
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1.2 Estimador de maxima verosimilitud

El método llamado maxima verosimilitud usado como un estimador del ver-
dadero valor del parametro desconocido, el punto 0, eso aumenta al maximo
la probabilidad L,. Este estimador se llama el estimador de maxima verosimil-
itud (MLE). Nosotros decimos ”el método llamado” porque realmente no es
un método, siendo mas bien indefinido que es considerado un maximizador.
La funcién de verosimilitud L, no necesita tener un maximo, y aun cuando
tiene, los maximos no necesitan ser unicos. El maximo obtenido no se sabe
si es global o local se piensa. Normalmente se dice que es un maximo global
aun cuando no se tenga esa informacién, pero la teoria dice que son maximos
locales "buenos” pueden tener las propiedades similares al maximo global.
De manera que no sélo son maximos globales dificiles de encontrar, incluso
ni siquiera son deseables aqui.

Asi que lo que generalmente se hace es empezar un algoritmo de opti-
mizacién local bueno con un punto de partida ”bueno” y tomar la solucién
producida por el algoritmo para ser el MLE (si el algoritmo converge a una
solucién). Técnicamente, lo que se requiere del punto de partida para ser
"bueno” es que obedezca la ley de la raiz cuadrada: su error de estimaciéon
va a resultar cero como una constante dividida entre la raiz cuadrada del
tamano de la muestra. Generalmente, uno sélo usa el mejor estimador que
uno puede calcular a partir del punto partida.

1.3 Informacion de Fisher esperada

Dado que la funcién log es mondtona, el maximo de la funcién verosimilitud
es igual al maximo de la funcién log verosimilitud.

1.(6) = log L, (0) (1.2)

Por muchas razones es mas conveniente usar la funcién log verosimilitud en
lugar de la funciéon verosimilitud.

Las derivadas de la funcién log verosimilitud (1.2) es muy importante
en la teoria de verosimilitud. Los momentos de la derivada de la funcién log
verosimilitud satisfacen alginas identidades importantes. Note que si a la
funcién verosimilitud esta dada por (1.1), entonces la funcién log verosimil-
itud se da por

l(0) =logv(z) + log fo(z) (1.3)
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y las derivadas con respecto a € no involucran al término log h(z) dado que
no contienen a 6. Para que estas derivadas estén bien definidas y el mismo
sin tener en cuenta de que h(x) se usa. Ademds notemos que el maximo de
(1.3) no importa como se definié (maximo local o global)no depende de h(z).
De esta manera el MLE es el mismo (en caso de definirse) sin tener en cuenta
qué h(x) se uso.

Primero, la primera derivada su esperanza tiene que igualarse a cero

Eg{VI;(0)} =0 (1.4)

donde V f denota el vector de derivadas parciales de una funcién escalar f
de una variable del vector, muchas veces llamada el gradiente de f, y V f(x)
denotando el valor del gradiente en el punto x.

Segundo, la varianza de la primera derivada es menos la esperanza del se-
gundo

varg{V1,(0)} = —E{V21,(0)} (1.5)

dénde V2f denota la matriz de las segundas derivadas parciales de una
funcion escalar f de una variable del vector, a menudo llamada el hessiano
de f,y V2f(x) denota el valor del hessiano en el punto .

Cualquier lado de la ecuacién (1.5) se llama la informacién de Fisher esper-
ada de (o sélo ”informacién de Fisher” sin ”esperada” cuando esta claro lo
que se significa) y se denota I(6)

1.4 Distribucion asintotica de el MLE

La "muestra grande” o "asintotica” la aproximacion de la distribucién mues-
tral de el MLE 6, es normal multivariada con esperanza 6 (el verdadero valor
del pardmetro es desconocido) y la varianza es I(6)~!. Notemos que en el
caso del multiparametro I(f) es una matriz asi ”la informacién de Fisher”
involucra una matriz inversa.

Aqui se supone que (z1,...,x,) es un vector de variables independientes
idénticamente distribuidas y la informacion del Fisher para el tamano de la
muestra n se denota I,,(6), entonces satisface la identidad I,,(0) = n - I;(0)
Esto pasa porque la varianza de una suma es la suma de las varianzas cuando

las variables son independientes.
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1.5 Informacion de Fisher observada

En la préctica, es initil que el MLE tiene varianza asintética I(0)~! porque
nosotros no conocemos f. Si nosotros conociéramos 6, entonces no habria
razones para estimarlo.

Aqui se aproxima la varianza asintética por el valor estimado del parametro,
es decir, nosotros usamos [ (é; 1) como la varianza aproximada del MLE.

La teorfa asintética garantiza que la aproximacién de I(6) por I(6,) pro-
duce un error que es despreciable comparado con la mejor aproximacién de
la distribucién del MLE dado por la Normal (6, 1(6)~1). Esto es el mejor
estimador estimado en 6, para 0

Hay un segunda forma de calcularlo. La segunda forma es calculando la
segunda derivada de la informacién de Fisher —E{V?[,(0)}, est6 por la ley
de los grandes niimeros que da una buena aproximacién dada por la propia
variable aleatoria. El cual esta dado por

Jo(0) = —V21,(0)

la informacién de Fisher observada y usada como otra aproximacién a la
informacion de Fisher. Claro, que todavia no se conoce 6, se necesita un

~

segundo estimador J,(6;) en lugar de J.(0). El principal estimador aplica
aqui también. El error calculado por la aproximacion I(0) por J.(6,) es
despreciable comparado al error que aproxima la distribucion del MLE por

la normal (6, 1(0)71)



Capitulo 2

Conceptos de teoria de interés

2.1 Tasa de interés efectiva

Una tasa de interés siempre se declara junto con una unidad bésica de tiempo.
Una tasa de interés se dice efectiva si el periodo conversion y la unidad de
basica de tiempo son iguales; en este caso el interés es capitalizado al final
de la unidad basica de tiempo.

El periodo de conversién tiene que ser declarado; éste es al final del intervalo
de tiempo cuando el interés se acredita o capitaliza.

Sea ¢ la tasa de interés anual efectiva y por simplicidad supongamos que es
la misma para todos los anos. Tomemos el capital inicial invertido, donde
al finalizar k anos se capitaliza una cantidad adicional 7y, para k = 1,....n.
Sea Fj el equilibrio al término de k anos, incluyendo el parametro r,. El
interés capitalizado previo al ano de balance es iGy_1 v a Fj lo podemos dar
en términos de (Gg_1, 7%, 7). Esto es

G, = Gr1+iGr1+r,k=1,...,n
G — ('L + 1)Gk_1 =T

si multiplicamos la ecuacién anterior por (1 + )" * y sumamos todos
los valores de k, menos los dos términos que estan de lado izquierdo de la
ecuacion que se restaran, obtenemos

G =(1+0)"Go+ Y (1+i)"Fry

k=1
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El factor de descuento ésta dado por

1
141

v = (2.1)

2.2 Perpetuidades

Consideremos perpetuidades que consisten en un pago anual de una unidad.
Si el primer pago ocurre al tiempo 0, la perpetuidad es llamada perpetuidad
vencida y se denota por

1
1+wv

s = 1+v+0°+ .. =
donde, v = %H, llamado factor de descuento.
Si el primer pago es hecho al final del primer ano, le llamamos a esta, per-
petuidad inmediata, y es denotada por ax y esta dado por

Uz = v+ 0t 4
B v _1
 14v

Consideremos perpetuidades donde pagamos la cantidad de % y estos se
hacen en m periodos de tiempo, en este caso, cada ano. Si el pago se hace
por adelantado, el valor presente se denota por dg]) y esta dado por

dn) = — 4+ —vm + —pm .= —
=l m o om m m1l—pt/m

Si los pagos son hechos con atraso (que el primer pago de 1/m se hace al
tiempo 1/m), el valor presente se denota por agi) y esta dado por

(m) 1 1 1 2 1 3
aw = —ym 4+ —uym + —um 4 ...
m m m
1 ol/m
T oml—ol/m

Un cierto tipo de perpetuidades con pagos incrementados es definido por
dos parametros, m, el nimero de pagos por ano y ¢, el nimero de incrementos
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por ano, y por simplicidad asumiremos que ¢ es factor de m, es decir m = gxc
con m,q,c € N, En general los pagos de una perpetuidad adelantada con
incremento se define como sigue:

Tiempo Pagos

0 1/mgq
1/q 2/mgq
2/q 3/mgq
3/q 4/mgq

En particular, los tltimos m/q pagos del k afio son cada uno de k/m. De-
notaremos el valor presente de cada perpetuidad como (I (Q)d)g) = dg)dg //
Ahora bien, consideremos una perpetiuidad con pagos con anuales arbitrarios
ro,71,T2, ... €n el tiempo 0, 1,2 donde el valor presente se denota por

d:T0+UT1+U2T2+...

2.3 Valor acturial presente

El tiempo y la cantidad que se le pagué a un beneficiario solo depende del
tiempo que este viva. El modelo sera desarrollado con una funcion de ben-
eficio, b,, v una funcion de descuento, v,. En el modelo v, es factor de
descuento, es el mismo que el de la ecuacién (2.1), donde x es el tiempo
en que se realizan los pagos hasta que el beneficiario muere (x < n), n es
nimero de pagos totales a realizar.

Se define la funcion de valor presente como:

2y = by, (2.2)

donde z, es el valor presente, de la pdliza emitida, los pagos. El tiempo
transcurrido de la pdliza a el tiempo donde muere el asegurado es el tiempo de
vida futuro del asegurado dado por una variable aleatoria X = X (¢) definida
en la seccion de funcién de supervivencia.
Un plazo de seguro de vida de n anos proporciona un solo pago si el asegurado
muere al termino del anio n del seguro comenzando en emisién. Si una unidad
es pagable en el momento de muerte de (t), entonces
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0 siz>n

be{ 1 siz<n

B vX st X <n
=X { 0 siX>n
Puesto que el tiempo de vida futuro no es una variable negativa, son
definidas b,, v, vy z, solo en valores positivas, se asume que la fuerza de
interés es constante
La esperanza del valor presente de la variable aleatoria z, , es llamada
el valor actuarial presente de el seguro. El principal simbolo para el valor
presente actuarial de un seguro rentable es A
El valor actuarial presente para el asegurado al término de n anos con un
solo pago al momento de la muerte de (¢), E|zx], es denotado por Atlzﬁ]' Esto
puede ser calculado si ponemos a z, en funcién de X. Para esto se usa la
funcién distribucion de X para obtener

Aiﬂ =E[zx] = / zefx(x)dr = / vipihe(x)dx (2.3)
0 0
Donde ,p; es
_ s(t+x)
acpt - S(t)

El j-esimo momento de la distribucion zy puede ser encondado apartir de

Bl = [ (@ indoyds (24)
0
= | exp{-(@abapihu(a)ds (2.5)
0
Donde la varianza, dados los momentos, esta dada por

Var[z] = (E[zx])? (2.6)
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Ejemplo

Supongamos X ~ Exponencial(1 \ 10) y 6 = 1. El valor presente de $1
pagadero en la muerte de asegurado es

Elzx] = Elexp{-d*X}]| = /000 exp{—0d x x} A exp{—\ *x x}dx

A

0+ A
0.10

0.05+0.10
2

3

2.4 Valuacién de planes de pensiones

2.4.1 Suposiciones demograficas

Una parte importante para evaluar los planes de pensiones es el decremento
multiple, muchas veces para esto se construye una tabla que representa a un
grupo de personas que viven tras varios anos de servicio activo, dado por la
probabilidad de que

e Retiro por la edad.
e Muerte en servicio.
e Retiro por discapacidad.

e Retiro por anos de servicio.

La notacién para estas probabilidades para la edad x a la edad = + 1
(w) (&) (i) . (r) : o 7(7)
es ¢z 'y qa ,Qa’ Y ¢a Tespectivamente. Usaremos la notacion I ' para la
funciéon que representa al grupo de personas que viven tras varios anos de

servicio activo,(7 representa todos los destinos posibles) que satisface:

L =100 = (@ + a0 + ¢ + ¢ = 10p)

T
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donde L,(;T) es el grupo de personas que viven z anos hasta el tiempo de
falla. Se asume que cada vida tiene una distribucion de tiempo hasta la falla
y causa de falla especifica por p.d.f.

fra(t,3) = Sr(t)u;(t)

Esta funcién nos ayuda a para evaluar la expresion

I(T)
() — =tk

Las fuerzas de decremento relacionadas a los anos de servicio serd con-
tinua para las edades.
Esto se ilustra como sigue:

2.4.2 Planes de pensiones y tasas de contribucién

Algunos planes de pensiones definen las proporciones del ingreso de beneficio
como una funcién del nivel de compensacion cerca del momento de jubi-
lacién. En este caso es necesario estimar el salario futuro para evaluar los
beneficios. Un buen estimador que cumple lo anterior, se definird como sigue:

(AS)+n es la tasa de salario anual actual a la edad x + h para el trabajador
que entro a las edad x y ahora tiene x + h

(ES)z1nit es la tasa de salario anual estimado a la edad z + h + ¢

Se asumird que la funcién del salario esta dado por SA, que se usara para
poder pronosticar el salario.

SAstitrh

(ES)etnre = (AS)erhSA—M



Capitulo 3

Conceptos del analisis de
supervivencia

3.1 Funcién de supervivencia

Sea F'(t) la funcién de distribucién de T', donde T es variable aleatoria, que
es la probabilidad que un recién nacido muera a la edad T

F(t):Pr{TSt}:/tf(u)du t>0 (3.1)

y sea
S(t) =1— F(t) = Pr{T > t} (3.2)

S(t) es una funcién continua de ¢ ademds de ser una funcién no creciente.

Asumiremos que siempre se cumple F'(0) = 0 lo cual implica que S(0) = 1,
donde la funcién S(t) es llamada funcién de supervivencia.
La funcion de supervivencia nos da la probabilidad de que un individuo sobre-
viva desde el tiempo de origen (en general no necesariamente es el momento
del nacimiento como se dijo al principio) hasta un tiempo mayor que t o
dicho en otras palabras que sobreviven al tiempo t.

Usando las leyes de probabilidad tenemos

Pr{it <T <2z} =F(z) = F(t)=S(t)— S(z) con t<z

13
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3.1.1 Tiempo de muerte de una persona a la edad ¢

La probabilidad condicional de que una persona muera entre x y z anos esta
dada por

F(z) = F(t) _ S(t) - 5(2)
1-F(1) S(t)

Consideremos a una persona de edad ¢t denotada, mas especificamente
por (t). El tiempo futuro de vida de (t), T-t, es denotado por X(t).

Pr{it<T<z|T>t}=

3.2 Fuerza de mortalidad

La fuerza de mortalidad se denota por h(t), que es la probabilidad de que
un individuo muera al tiempo ¢ (se pensione al tiempo t), ya habiendo so-
brevivido hasta ese tiempo.

La fuerza de mortalidad h(t) representa la tasa instantdnea de mortalidad
para un individuo que sobrevive al tiempo t.

Dado esto tenemos

(3.3)

Pr{t <T < t+ At|T >t}
At—0

h(t) = lim { -

Usando la funcién de distribucién de T' y la definicion de probabilidad
condicional, se puede demostrar que

h(t) = lim

[F(t AL — F()

1
At ] S0 (3:4)

De aqui podemos ver que

Alglo (35)

[F(t + AAti — F(t)]

es la definicién de la derivada de F(t)con respecto a t, la cual es la funcién
densidad f(t) y por lo tanto se tiene que

h(t) = = (3.6)
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ademas

h(t) = — 4 {log 5(1)} (3.7)

y entonces una expresion de la funcién de supervivencia en términos de la
fuerza de mortalidad es

S(t) = exp{—H(t)}
donde

que es la fuerza de mortalidad integrada

La funcién h(x) es una fuerza de mortalidad si y solo si satisface las sigu-
ientes propiedades:

a) h(z) > 0,Vx

b) J3* h(x)dz = oo

Estas propiedades son necesarias dado que

h(z) = éigzo (3.8)
/Oooh(x)dx - /Ooo—d[logS(ac)] (3.9)
S 310

- (3.11)

Estas propiedades son suficientes ya que la funcién de distribucion resul-
tante F'(x) es vélida; en términos de la fuerza de mortalidad h(x)

F(—00) = F(0) = 1 — exp {— /OOO h(t)dt} — 0
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Tabla 3.1: Funciones de supervivencia y fuerza de mortalidad.

Nombre h(x) S(x) Restricciones

Gompertz Bce* exp{—m(c* — 1)} B>0,c>1,2>0

Makeham A+ Be®  exp{—-Az—m(c*—-1)} B>0,A>—-B,c>12>0

Weibull kn(nz)*=1  exp{—(nz)*} kE>0,n>02>0

Exponencial n exp " n>0,z>0

Log logistica % [1+ (xn)*] ! k>0,n>02z>0
y

Floo) = 1— exp {— /OOO h(t)dt} _1

3.3 Algunos modelos analiticos de mortali-
dad

En general se ha usado un modelo analitico para la funcién de supervivencia
y fuerza de mortalidad. Ahora lo daremos algunas breves justificaciones de
porque se usaron asi. Una de ellas es que muchos fen ecuacion menos de la
fisica se explican eficientemente con formulas simples, asi dando argumentos
biolégicos, algunos bidlogos argumentan que la supervivencia humana esta
dada igualmente por una sencilla ecuacién que a su vez es mas sencillo dar
a conocer una ecuacién con unos cuantos parametros que explicar una tabla
con demasiados pardametros, también tienen ciertas propiedades convenientes
para ser evaluadas.

Ahora veremos algunas familias de funciones analiticas simples de la funcion
fuerza de mortalidad y supervivencia.

En la tabla 3.3 se utiliza el término m, donde esté se define como:
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m

- log ¢

Gompertz (1824) postulo que la fuerza de mortalidad crecia exponencial-
mente,

h’ac—i—t = BCx—H,t >0

que refleja bien el proceso de envejecimiento de el modelo de De Moivre
y ademas elimina la suposiciéon de una edad maxima.

El modelo de Gompertz fue generalizado por Makeham (1860), quien
postulo lo siguiente,

h‘I-‘rt = A _|_ ch-’_t,t > 0

Como podemos ver el modelo de fuerza de mortalidad agrego la constante
de edad como componente independiente, A > 0, a el crecimiento exponencial
de la fuerza de mortalidad del modelo de Gompertz.

Un caso especial de los modelos de fuerza de mortalidad de Gompertz (c=1)
y Makeham (B=0) nos da una fuerza de mortalidad constante.

Weibull (1939) sugirié que la fuerza de mortalidad crecfa como potencia de
t, en lugar de exponencialmente

hare = kn[n(x +1)]F!

y el pardmetro n en el modelo Weibull es aproximadamente inversamente
proporcional a la mediana de los tiempos de supervivencia, ya que

(log 2)/*
n

mediana de T =

El modelo exponencial para la fuerza de mortalidad se da frecuentemente
para modelar los tiempos de vida para las personas.
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Funcion densidad para alfa=0.5
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3.4 El modelo exponencial de mezclas de Lar-

son & Dinse

Tomemos un par de variables aleatorias (D, T'), donde D toma valores 1,2, ..J
que indica el tipo de pensién que recibira el individuo y 7' no negativo rep-
resenta el momento en que se pensiona el individuo.

Un andlisis comun caracteriza una distribucién de los datos observados
en se refiere a la causa especifica//

Se asumird que el numero de pensiones especificas tiene distribucién
multinomial, con probabilidad de obtener una pensién del tipo 7 dada por el
siguiente modelo

Py(s) = Pr{D = j | 2} = DU T T2
> iy exp{pr + w2}
donde p; es una constante y 7; es el vector columna de K de coeficientes de
la regresién
El modelo de supervivencia para el tiempo de falla, dada la falla por el
riesgo j de Larson y Dinse es como sigue

Q;(t|2)=Pr{T >t|2D=j}=exp {— /Ot hj(x) exp{ﬁjz}dx}

donde h;(z) (2 = 0) es la funcién nula de la fuerza de mortalidad para el
tipo de falla j y 3; es el vector rengléon de los coeficientes de la regresion K,
para la funcion de fuerza de mortalidad usan el modelo exponencial para la
funcion nula.

Analisis de maxima verosimilitud
Supongamos que las funciones de incidencia estan dadas por

G;(t) = p;[1 — S;(t)]
donde

Sit)=Pr{I'>t| M =4T<Az} con j=1,..,J
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M es la causa de porque se pensiono y p; = Pr{M > j | T < A} v S;(t)
es la funcién de supervivencia propia; es decir S;(0) = 1y Sj(c0) =0, J es
el nimero de destinos, para este caso es el tipo de pension y la funcién de
incidencia G;(t) = Pr{T < t, M = j}.

La probabilidad a sobrevivir todas las causas en el tiempo t es

Sr(t) = Pr{T > 1} = 3 p;S,(0)

Se debe proponer una familia paramétrica para las funciones de super-
vivencia condicional S y algin modelo que permita la inclusién de variables
explicativas en alguno de sus parametros. De igual modo se debe proponer
una estructura paramétrica para las probabilidades finales p;

Sea T el tiempo en que termina de contribuir un individuo, M la causa
de terminacién, en este caso tipo de pensiéon, Az la duracién maxima para
contribuir a la pensién.

Para el analisis de la fuerza de mortalidad por causa especifica para Larson
y Dinse se da como sigue:

D=jt<T<t+ A T >t
= N (1) exp(6y2)

donde A;(t) es la funcién nula de la fuerza de mortalidad asociada con la
falla j y el riesgo ¢; que es el vector de coeficientes de la regresion K.
Poner lo del libro

Definamos a la fuerza de mortalidad de causa especifica como

(Pt <T<At+t,M=j|T>t}
(6 = Jim, { ~ )

la cual define la probabilidad instantanea de experimentar el evento por causa
j en el tiempo t. Nétese que la ecuacion (3.12)....

La funcién de distribucion correspondiente a la fuerza de mortalidad de
causa especifica de la ecuacién (3.12) es

Fi(t)=Pr{T <t,M =35} j=1.J
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Esta funcién de distribucion de causa especifica es conocida como la funcién
de incidencia o funcién de distribucién cruda.

fi(t) = hy(£)Sr(t)

por lo que f; = h;(t)Sr(t) y recordemos que S(t) = Sr(t) = Pr{T > t}
con T' < Az La probabilidad de contribuir hasta el tiempo Az es

Pr{T > Az}



Capitulo 4

Teoria de decremento multiple

Se veran brevemente algunas distribuciones univariadas para fallas que pueden
ser utiles para varios casos, donde la falla no necesariamente es la muerte.

En el contexto de datos de mortalidad, nosotros podemos tener infor-
macion mas alla de los simples hechos de muerte o supervivencia. En partic-
ular no solo tomaremos en cuenta el tiempo en que muere, sino también las
causas de muerte. Esto sirve para poder clasificar las causas de la muerte.
Ahora bien para lo siguiente haremos las siguientes suposiciones.

Cada muerte es por una causa en particular.

Esta suposicion es una consecuencia de no saber que es realmente causa
de muerte, dado que puede ser por una o mas causas a la vez.

Cada individuo dada la poblacion es susceptible a morir de cualquier
causa.

Se definird la tasa de fuerza de mortalidad multivariada con respecto a t;
de t = (t1,ts,...,t;), como

hj(t17t27 "'atJ)

27
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Tomando la suposicion 1 en cuenta, que cada individuo muere de una
causa en particular, podemos saber el tiempo en el que muere y esta dado
por

T = miH(Tl,Tz, Ce ,TJ)
En conjunto la funcién de supervivencia es
ST(t) = PI"{T < t}

Y la fuerza de mortalidad es

4.1 Las proporciones de riesgo crudas y netas

Nosotros podemos identificar las causas de muerte. La fuerza de mortalidad
a la edad x por causa Cj, en presencia de que todas las causas actien si-
multdneamente en la poblacién la fuerza de mortalidad es definida como (ref
jhonson y jhonson)

k k
1
ho = lim = Pr (t<7}<x+h)gk(ﬂ>t)|g(:n>t) : (4.1)
i#]

usando la notacién utilizada por nosotros la ecuaciéon (4.1) es igual
a (3.12). Notemos que es igual a la fuerza de mortalidad multivariada,
evaluandola en el punto (z,z, ..., x) nos da

hy(t) = hy(tt,...,t) (4.2)

Esta es llamada fuerza de mortalidad cruda. Describe la tasa instantanea
de morir debido a la causa C; (en nuestra notacién es M) a la edad ¢ cuando
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todas las causas actuaron simultdneamente.

Ya que
dlog Sy, s(t,...,t) J dlog Sy, j(t1,....t7)
o = SR _ 4.3
dt ; dt; ti=t (4.3)
esto es
he = hy(t) + ho(t) + ... + hy(t) (4.4)

Notemos que la propiedad aditiva de la fuerza de mortalidad cruda (4.4),
es consecuencia de la suposicién de que cada muerte es por una causa especi-
fica, es decir, que las muertes de las causas diferentes son eventos mutuamente
exclusivos.

La fuerza de mortalidad neta se define como sigue

dlog S;(t
Aji(t) = —dt]( )

que es la tasa instantanea asociada al tiempo de muerte, con la hipétesis
de que muere al tiempo X, (que en nuestra notacién es Tj, esto es a veces
afirmado, aunque en general injustificadamente esto representa la tasa in-
stantdanea de muerte por causa C}

En general

Ai(t) 7# hy(t)

Definiendo un indice aleatorio

j siT; =t (Sila muerte es por causa C})
M =
0 en otro caso

Donde Y = min{T3,...,Ts}

Si nosotros observamos el par de valores (7, M), entonces el tiempo de
muerte y la causa de muerte son identificadas, es habitual llamarle minimo
identificado. Si por otro lado T' es el Unico parametro observado se llama
minimo no identificado. A partir de aqui se deduce la distribucion del par
aleatorio (T, M)

La probabilidad condicional de morir por causa C; en el intervalo (¢,¢ +
dt) dado que vive hasta la edad ¢,y en presencia de que todas las causas
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afecten a la poblaciéon simultdneamente, es aproximadamente h;(t)dt. La
probabilidad incondicional de que muera de causa C; en (¢,t + dt) estd dado
por St (t)h;(t)dt. Asi, la distribucién de la probabilidad cruda del tiempo de
muerte por causa C; es

Qi) =Pr{T <t,M = j} = /Ot h;(z)Sr(x)dx (4.5)

El simbolo * sera usado para denotar la falla o la distribucién de superviven-
cia por causa C; es estimado en presencia de que todas las causas afecten
simultdneamente a la poblacion.

Sea 7; la proporcién de muertes esperadas por causa C}, entonces tenemos

m; = Pr{l <oo,M = j} =Pr{M = j}
_ /0 hi(2)Sr(x)dz = Q% (o)

7Tl+772+...+7TJ:1

La probabilidad cruda de que eventualmente muera de causa C; a una
edad mayor que z es

J

P(t) = Pe{T > £, M = j} — / () Sp(x)de
t

Podemos ver que se cumple que:

m; = P (0) = Qj(0)

también podemos ver que

Pr{T < t} = Fr(t) = Qi(t) + ... + Q1) (4.6)

Pr{T >t} = Sr(t) = P (t)+ ...+ P;(t) (4.7)
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notemos que
Pr{T <t} +Pr{{T >t} = Fr(t) + Sr(t) =1
pero
Qi(t)+ Pi(t) <1 (4.8)

La probabilidad cruda de Q(t) y P;(t)

S3(t) = Pr{edad de muerte > t|la muerte por causaC}}
Pr(t 1
pr0)

= Pr{T >tM =j} =

_ % /t " hy(@)Sr(x)da

Esto es
F7(t) =1 55(1)

que representa la distribucion actual del tiempo de muerte entre aquellos
que se mueren de la causa Cj en la presencia de todas las causas.
La funcién distribucion correspondiente es entonces

1 1 dP:(t)
“(t) = —h;(t)Sr(t) = ———2 4.
£ = —hi(0Sr) = =5 (4.9)
entonces
1 dPi(t)
hi(t) = — 2 4.1
Por otro lado, la fuerza de mortalidad de la distribucién S5(t) es
dlog S%(t ! ;
J dt St [ hy(t)Sp(t)dt
dP;(t
_ L 4 (4.12)
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comparando (4.10) y (4.12),se ve que

hi(t) _ B (1)
A Sr(t)

Sustutuyendo Sr(t) de (4.7) en (4.10), se obtiene

= (1) (4.13)

- dP;\dt
h;(t) = —ijl P0) (4.14)

Mis alla, teniendo en cuenta las relaciones (4.9) y (4.12) se puede expresar
h;(t) en términos de S3(t) y Ai(t) como sigue

EEHORHO

hi(t) = 4.15
e il miSi (t) )
4.1.1 Caso donde Ti,...,T; son independientes
Supongamos que tenemos la situacién donde 77, ...,7T; son mutuamente in-

dependientes. En este caso, la funcién distribucién de supervivencia es de la
forma

Sl 77777 J(iBl,...,.’L'J) :Sl(l'l)"'SJ(l'J) (416)

donde S;(z;) es la funcién distribucién de supervivencia marginal con re-

specto a X, y la fuerza de mortalidad neta es \;(t) = —‘ﬁ%‘fj(“
Notemos que es este caso si se pude dar la igualdad
A;(t) = hy(t) j=1,..J. (4.17)

donde h;(t) es la fuerza de mortalidad cruda definida en (4.1).
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Aplicaciones

Para modelar éste problema necesito definir las siguientes variables que me
ayudaran a describirlo.

X1; Tiempo en el que muere antes de llegar a la jubilacion

Xs; Tiempo en el que se pensiona por enfermedad o accidente (antes de
llegar a la jubilacién)

X3; Tiempo en el que se pensiona por anos de servicio (jubilacién)
X4; Tiempo en el que se pensiona por edad (jubilacién)
Ty; Tiempo durante el cual el trabajador hace aportaciones para su pension

TQ; ml/n(Xla X2; X-?); X4)

{}

La variable T5 es una funcién que depende de 4 variables tomando el valor de
aquella que suceda primero. Pero para analizar el problema de las pensiones
necesito abordar otro problema que son los tiempos de supervivencia para el
cual necesito definir las siguientes variables.

Cabe senalar que Y5 ocurre cuando el beneficiario primario o principal fallece.

33
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Y1; Tiempo de vida durante el cual el beneficiario primario o principal recibe
la pension

Y5; Tiempo de vida durante el cual el beneficiario secundario recibe la
pension

T3; Tiempo durante el cual el beneficiario principal recibe su pension
Ty; Tiempo durante el cual el beneficiario secundario recibe la Pension

Las variables anteriores podrian explicarse con la siguiente funciéon. La
funcién de supervivencia es importante para este trabajo para definir la edad
aproximada de supervivencia de una persona y esta dada por:

Pr{T >t} donde t>0

Es la probabilidad de que la persona muera a los t + ¢ anos con ¢ > 0
Después se tomara un muestreo de un cierto tipo de trabajo (por decir
doctores) y se calculara Ty y Ts.
T7 se calcula por medio de la funciéon de fuerza de mortalidad la cual esta
dada por

(t) = - {log (1))

donde se calcula la probabilidad de que una persona se pensione al tiempo
t y podemos saber en que tiempo ellos empiezan hacer aportaciones(Z) por
lo que se puede calcular 77 por medio de la sustraccion t-Z T se calcula por
medio de la funcién de supervivencia la cual estarda dada por Pr{Z < T, <
t} = S(t)—S(Z). A partir de los datos ya obtenidos se puede decir que edad
es la apropiada para que una persona que es doctor se pensione o cuanto es
lo que tiene que a portar para que no se quede sin fondos durante su retiro.
Esto es por que si sabemos cuanto tiempo aporximado tiene de vida despues
de pensionado podemos calcular cuanto dinero se le dard a estas personas
para que ni el sistema de pensiones de mas de lo que aporto o de menos
de lo que esta persona aporto. Si ha esta cantidad de dinero se le calcula
la tasainteres que genera inflacion se pueden tomar medidas respecto a el
tiempo y tipo de aportaciones, por lo que se propone un modelo que segrege
a los trabajos por el tipo de riesgo que estos tienen y asi obtener el tipo y
tiempo adecuado para estos trabajos.



