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3.2 EIl modelo Weibull
3.2.1 Muestras completas

Si se tiene una muestra aleatoria Xi, ..., X, sin censura de una poblacién Weibull,

X; ~ WEI(6, 8), la funcién de verosimilitud se puede expresar como:

w0 =115 e {(3)'}.

y la funcién log-verosimilitud es:

1(6,5) =nlog B — fnlogf+ (6 —1)Y logz; — > (%)ﬂ
i=1

En este caso, los EMV de 6 y [ se obtienen al resolver el siguiente sistema de

ecuaciones:
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Este sistema de ecuaciones se reduce a
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donde 6 y B son los EMV.

El sistema de ecuaciones no se puede resolver en forma cerrada. Como en la
solucién es tnica, es posible usar un método numérico para aproximar a 6 y 5. El
procedimiento Newton-Raphson, por ejemplo, puede usarse para resolver una ecu-
cacién g(B) = 0 usando aproximaciones sucesivas Bj, donde Bj—l—l = Bj— g(ﬁj) /g (B])

Muchas otras técnicas pueden ser implementadas usando una computadora.

Para obtener la matriz informacién es necesario encontrar el Hessiano de [(6, 8),
para lo cual

02 p 05 +2

20,8  n ~(X\", [(X\’
S =5 (7) log(v)’
10, B) /3 S A X;
A 02( ) Z(ﬂ 1°g<7>'

La matriz informacién para 6 y £ es entonces

o°1(0,8) 86,8
02 968

I(0,8) =E
o°1(0,8) 86,8
098 0B

Como esta matriz estd en términos de los parametros desconocidos 8 y 3, es posible

estimarla usando los EMV con

_o _&l
2
o 2 ]
1(6,5) =
_o _oL
005 . . 0p?| .
- P 0=0,6=p b p=6 A

De esta forma, la inversa de esta matriz es un estimador de la matriz de covarianzas
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de (9,

=
e

——

Var[f]  Covld, ]
I0,8) =
Covld, B Varlf]
Usando los resultados asintdticos de maxima verosimilitud se tierne la siguiente
aproximacién
6,8 ~NBV ((6,8)7,170,8)),
donde NBV denota la distribucién normal bivariada. por lo que

~

§ ~ N(6, Var[f)) aproximadamente,

B ~N(B,Var[f])  aproximadamente.

3.2.2 Muestras con censura

Supdngase que que se tiene una muestra de tamafio n tomada de una distribucién
Weibull con pardmetro de escala A/ y pardmetro de forma y, WEI(1/[AY7], 7).
Supéngase tambi”’en que hay r muertes de los n individuos y n — r tiempos de
supervivencia con censura. La funcién de densidad y la funcién de supervivencia

estan dadas por
F(&) = Mt texp(=AtY),  S(t) = exp(=At").

Esta es un reparametrizacién de la Weibull; sin embargo, los resultados en esta

seccién son equivalentes.

La funcién de verosimilitud se puede expresar como:

L) = [T A S (s A}

= ﬁ [t exp(—At]) } {exp(—M) .

i=1
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La funcién log-verosimilitud correspondiente estd dada por

(A, ) = log L(\ 25 log(My) + (v — 1)2n:5ilogti - Ait’},
i=1 i=1

y como Y1, §; =, la funcién verosimilitud es

I\ 7) =rlog(Ay) + (y—1) 25 log t; —AZH

Los estimadores de maxima verosimilitud de A y 7y se encuentran al diferenciar
I(A, ) con respecto a Ay v ala vez, al igualar a cero las dos derivadas, y al encontrar
la solucién del sistema de ecuaciones A y 4. Las ecuaciones del sistema resultante

son

> 3

— zn:t? =0,
i=1

%+i5ilogti - j\it?logti =0.
i=1 i=1

Por lo tanto
n
>t
i=1

y al sustituir A en la primera ecuacién del sistema se tiene que

—+Z§ logt; ——Zt”logt =0.

zZzl

Esta es una ecuacién no lineal la cual solo puede resolverse usando un procedimiento

iterativo tal como Newton-Raphson.

Una vez que se encuentran los estimadores de A y v, se pueden estimar percentiles

del tiempo de supervivencia. El p-ésimo percentil de la distribucién es

i) = [ Log (%]

y entonces el estimador de la mediana del tiempo de supervivencia estd dado por

R 1 1/4
t(50) = [X log 2] :
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El error estandar del p-ésimo percentil estimado se puede obtener mas facilmente

al encontrar primero la varianza de log#(p) y al usar el siguiente resultado:

o g\’ - g\, - dg 0 N
Var[g(01,02)]z< 09) Var[01]+< 09) Var[02]+2< 09 ag>00v[91,92]. (3.3)
1 2 1 2

Aqui se tiene que,

. 1 100
logi(p) = Zlog {471
ogt(p) 5 og{'y 0g<100_p>},

logt(p) = i {Cp — logj\} ;

¢, = loglo 100
p — 108108 100—p)"

Usando el resultado de la Ecuacién (3.3), se tiene que

Var[logt(p)] =~ (%}f(p)) Var[\] + (%) Var[9]

y entonces

~2

donde

49 alogAt(p) 0 logt(p)

~ Cov 5\, Al
53 oy A

La derivadas de log#(p) con respecto a A y v son

Ologi(p) _ 1
) boa
dlogi(p) _cp—logj\
R
y entonces
N\ 2 .
Varllog i(p)] & —— Vi [X]+(Cp_logA) v [A]+2(C”_10gA)c 5,4]
ar[lo R = ar -~ Var ———=Cov[A, 7]
gu\p 3242 A4 v M43 7

La varianza de t(p) se encuentra con la aproximacién

Var[g(X)] ~ [dgd(TX)] Var[X],
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por lo que
Varlt(p)] » [t(p)]*Var[logi(p)].
y entonces
. ] SO N2
seft(p)] = tA(p) {'72Var[)\] + A2 (cp —log )\) Var[9]
A2

. . . 1/2
+234 (c,, “log )\) Cov[A, fy]} .

Un intervalo de confianza de 100(1 — «)% para el p-ésimo percentil se puede
enconbtrar al manipular con operaciones validas los siguientes limites de confianza
para logt(p)

log(p) = 21-a/2 s-€.[log 1(p)],

por lo cual los limites son

t(p) exp{+21_qs2 s..[logi(p)]},

Ejemplo 3.3. En el lenguaje de programacién R, la funcién survreg ajusta al
modelo Weibull WEI(exp £y, 1/«), de manera tal que la funcién de supervivencia

es so=orl-(o32)}

A continuacién se ilustra el ajuste de los datos DIU presentado en la Tabla 2.3

diu <- data.frame(tiempo=c(10, 13, 18, 19, 23, 30, 36, 38, 54,
56, 59, 75, 93, 97, 104, 107, 107, 107),
estatus=c(1, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 0, O,
0, 1,1,1,1, 0, 1, 0, 0))

b

library(survival)

# Encuentra el Modelo Weibull para los datos en diu
diu.wei <- survreg(Surv(tiempo, estatus)”1, data=diu,
dist=’weibull’)

En este caso, el signo “1 en la férmula indica a R que la poblacién es homogénea.
Algunos de los atributos del objeto diu.wei se pueden ver a continuacién:
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> #los EMV de BETAO y log(alfa) son:
> diu.wei$icoef
(Intercept) Log(scale)

4.5915178 -0.5166504
> #la matriz de covarianzas correspondiente es:
> diu.wei$var

(Intercept) Log(scale)

(Intercept) 0.04176813 0.01297235
Log(scale) 0.01297235 0.07541491

De esta forma, §, = 4.5915178, s.e.[3)] = v0.04176813 = 0.2043725, log@ =
—0.5166504 y s.e.[log@] = v/0.07541491 = 0.2746178. Un intervalo de 95% de
confianza para log o tiene limites log & + 1.96s.e.[log @], por lo que el intervalo es
(—1.054901, 0.02160041). Como el intervalo incluye a cero, es pausible que el modelo
exponencial se ajuste tan bien como el Weibull.



