Capitulo 3

Ajuste de modelos completamente
paramétricos

3.1 El modelo exponencial
3.1.1 Muestras completas

Cuando se tiene una muestra aleatoria Xi,..., X,, sin censura de una poblacién
exponencial, X; ~ EXP(#), es posible usar el método de maxima verosimilitud para
encontrar un estimador del pardmetro desconocido #. El procedimiento consiste en
expresar la funcién de verosimilitud, la cual se define como la funcién de densidad
conjunta de X = (X4, ..., X;,) en términos de #, y después encontrar el valor de 6 el

cual maximiza la funcién de verosimilitud.

Para muestras completas, en general, la funcidn de verosimilitud se puede definir

como

n

L) = fx(z1,...,2,;0) = foi(:vi;ﬁ),

i=1

donde fx,(x;) es la funcién de densidad marginal de X;. Cuando X; ~ EXP(6) la
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funcién de verosimilitud es

w0 = [pew{-5}

Como el punto que méximiza el logaritmo natural de L(f) es el mismo que maxi-
miza L(6), es entonces conveniente encontrar el estimador de mdzima verosimilutud
(EMV) se puede encontrar al obtener el punto éptimo de la funcién log-verosimilitud

1(8) = log L(8) a través de la solucién de la ecuacién

i)
a0 Y

Para el caso exponencial se tiene que

1 n
= —nlogh— - > i,
1(6) nlog6 6 2 x
y entonces
dig) n 1 a
a9 ‘5*9‘2; i

Cuando se iguala a cero esta ecuacién, se obtiene que el EMV es

Zn x.
0 — 7 — i=1 e

el cual es un estimador insesgado de varianza minima.

Cuando se trata de estimar la funcién de supervivencia, se puede usar la propiedad

de invariancia de la técnica de méxima verosimilitud, y entonces el EMV de S(t; 6)

5 =exp {215

sin embargo, este estimador no es insesgado. Es posible verificar que un estimador

€s

insesgado de varianza minima es

t 1" g
S’(t) _ [ - W] T >t
0 : de otra forma.
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Intervalos de confianza y pruebas de hipétesis sobre 6, o funciones monétonas
de 6 tales como la funcién de supervivencia S(t), se pueden establecer basdndose

en la propiedad:

2nX
" Xx*(2n).

Por ejemplo, un intervalo de confianza de coeficiente de confianza (1 — «) para 6 es

mX 2mX
2 0 32 ?
Xi—a/2 Xaj2
donde x?_, 1Y X2 /2 son percentiles de una distribucién ji cuadrada con 2n grados

de libertad.

Ejemplo 3.1. Considérense los siguientes tiempos de fallas en horas de vuelo de
aparatos de aire acondicionado para aviones:

23,261,87,7,120, 14, 62,47, 3,95, 225, 71, 246, 21, 42,
20,5,12,120,11,14,71,11,14, 11,16, 90, 1, 16, 52.

El EMV de 0 es § = z = 59.6. El EMV de la fuerza de mortalidad es h(t) =
1/0 = 0.017, y el EMV de la funcién de supervivencia en el tiempo ¢ = 20 es
S(t) = exp{—20/59.6} = 0.715. Un intervalo de confianza de 95% para 6 es:

( 2nT 2nx ) (60(59.6) 60(59.6))
5 3 , que es , :
Xo0.975  X0.025 83.30 40.48

por lo que los limites de confianza son 42.93 y 88.34. En este caso, la media de los
datos se calculén con la funcién mean del lenguaje R, mientras que los percentiles
se calcularon con la funcién gqchisq.

3.1.2 Muestras con censura

Supéngase que los datos son n parejas de observaciones, donde el par correspon-
diente a la i-ésima observacién, i = 1,...,n, es (¢;,0;). En esta notacién 6; es ina
variable indicadora la cual toma el valor cero cuando el tiempo de supervivencia ;
estd censurada y el valor uno cuando #; es un tiempo de supervivencia sin censura.

Una onservacién con muerte en ¢ contribuye a la verosimilitud con f(¢), la densidad
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evaluada en ¢. La contribucién de una observacién cuyo tiempo de supervivencia
tiene cencura en c es S(c), la probabilidad de supervivencia después de c. La funcién
de supervivencia completa de n observaciones independientes es entonces

n

L=][{r@)}{se)} % (3.1)

i=1
Esta funcién puede ser maximizada con respecto a los parametros desconocidos en

las funciones de densidad y de probabilidad.

Supdngase que los tiempos de supervivencia siguen una distribucién exponencial
con media 1/\. Ademds, supéngase que hay r observaciones con tiempos de muertes

y que los n — r tiempos de supervivencia restantes estan censuradas.

Para la distribucién exponencial se tiene que
FO) =x,  SEt)=e,

y haciendo la sustitucién en la Ecuacién (?7?), la funcién de verosimilitud estd dada

por

y entonces la funcién log-verosimilitud es
[(A) =logL(\) = > dilogA— At
i=1 i=1

Como los datos contienen r muertes, entonces » . 6; =7y

(A =rlogh— > .
i=1
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Ahora es necesario identificar el valor A que maximiza la funcién log-verosimilitud.

La diferenciacién con respecto a A es

y al igualar la derivada a cero se obtiene que el EMV de A es
A= /3o
i=1

La media de la distribucién exponencial es u = A~!, y entonces el EMV de pu es

T
i=1

Este estimador es el tiempo total sobrevivido por los n individuos en los datos

dividido por el niimero de muertes observadas.

El error estdndar de )\ se puede obtener a partir de la segunda derivada de la
funcién log-verosimilitud, usando los resultados asintéticos de la teoria de maxima

verosimilitud. La segunda derivada de [(6) es

2N 7

dy )\

y por lo tanto la varianza asintética de \es

Var[\] = (—E [dzlA(j)D_l = A;

En forma consecuente, el error estandar de A esta dado por

~

A
v

Este resultado puede usarse para obtener intervalos de confianza de la esperanza de

s.e.(\) =

supervivencia. En particular, los limites de un intervalo de confianza de 100(1— )%
para A son A+2i_q /2s.e.(5\), donde z_q/2 es el percentil de una distribucién normal

estdndar al punto 1 — /2.
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Al presentar los resultados de un andlisis de supervivencia, los estimadores de
cantidades tales como la funcién de supervivencia, la fuerza de mortalidad, la me-
diana y otros percentiles son ttiles para su presentacién. En particular, bajo el
modelo exponencial, el estimador de la fuerza de mortalidad es a(t) = A y la fun-
cién de supervivencia estimada es S(t) = exp{—At}. Demés, el tiempo mediano de

supervivencia estimado es
t0_5 = 5(50) = 5\_1 10g2,

y el p-ésimo percentil estd dado por

i) = L1og (10
P)=35"%\100-p )"

El error estandar del estimador del tiempo mediano de supervivencia se puede
encontrar usando el resultado para aproximar la varianza de una funcién de una

variable aleatoria. De acuerdo a este resultado, una aproximacion de la varianza de

g(A) es o,
Var[g(\)] ~ [M

i Var[\]. (3.2)

Usando este resultado, la varianza aproximada del p-ésimo percentil estimado

estd dado por

Varli(p)] ~ [-% log (10202 p>r Var[A].

Simplificando esta expresién y tomando la raiz cuadrada, se obtine que

s.e.[t(p)] = %log (101)02 p) s.e.[\]

~

= p)/Vr.

En particular, el error estdndar del tiempo mediano de supervivencia es

s.e.[t(50)] = #(50) //T.
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Los intervalos de confianza de un percentil son obtenidos al aplicar la funcién
exponencial de los limites de confianza del percentil. Este procedimiento garantiza
que los limites de confianza del percentil sean positivos. De nueva cuenta, usando

el resultado en la Ecuacién (3.2), el error estdndar de log#(p) estd dado por

~ ~

s.e.llogi(p)] = i(p) 's.e.[i(p)]

= 1V

Usando este resultado, los limites de confianza de 100(1 — )% del p-ésimo percentil

son #(p) exp{=21-a/2/v/}-

Ejemplo 3.2. Considérense las duraciones de descontinuacién del DIU en la Tabla 2.3.
Se ajusta entonces el modelo que supone una fuerza de mortalidad constante. Para
estos datos, el total de las duraciones con y sin censura es de 1046 dias, y el
nimero de de observaciones sin censura es de 9. De esta forma, se tiene que
A = 9/1046 = 0.0086 y el error estdndar de X es s.e.[A\] = 0.0086/v/9 = 0.0029.
La funcién de supervivencia estimada es h(¢) = 0.0086, la funcién de supervivencia
estimada es S(t) = exp{—0.0086t}, y la mediana del tiempo de discontinuidad es
de 81 dias.

Un estimador del 90-vo percentil de la distribucién de los tiempos de discontin-
uacién es £(90) = log(10)/0.0086 = 267.61. Estosignifica que bajo la suposicién de
que el riesgo de discontinuidad del DIU es independiente del tiempo, 90% de las
mujeres tienen tiempo de discontinuidad de menos de 268 dias.

El error estindar del tiempo de discontinuidad mediano estimado es de 80.56//9 =
26.85 dias. Los limites de un intervalo de confianza de 95% para el tiempo de dis-
continuacién mediano son

80.56 exp{+1.96/v/9},

y entonces el intervalo va de 42 dias a 155 dias.



