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Capitulo 1

Introduccion

El andlisis de supervivencia es la frase usada para describir el analisis de datos
que corresponden a la duracion de un fenémeno, el cual comienza en un tiempo
origen bien determinado y concluye con la ocurrencia de un evento. En investigacion
medica, por ejemplo, el tiempo origen generalmente se define como el momento en
que se recluta un individuo para ser observado en un estudio experimental; el evento
entonces puede definirse como la muerte de un individuo, los datos son literalmente
tiempos de supervivencia. Sin embargo, en muchas disciplinas es posible encontrar
fendmenos que no necesariamente son de naturaleza fatal, tales como la duracién de
huelgas o periodos de desempleo. Los métodos para analizar datos de supervivencia
en general no se restringen a tiempos de supervivencia en su forma a datos que se

refieren al tiempo de ocurrencia de un evento.
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1.1. Caracteristicas Especiales de los Datos de

Supervivencia

Es importante considerar las razones por las que los datos de supervivencia no
son compatibles con procedimientos estadisticos estandares. En primer lugar se tiene
que los datos de supervivencia no son - en general - distribuidos simétricamente.
Tipicamente, un histograma construido de los datos de supervivencia de un grupo
de individuos similares tiende de a ser de “cola larga” a la derecha del intervalo que
contiene la mayoria de las observaciones. En consecuencia, no es razonable suponer
que los datos provienen de una poblacién con distribucién normal. Esta dificultad
podria ser resuelta al transformar los datos para obtener una distribucion simétrica,
e.g. aplicando el logaritmo natural. Sin embargo, una metodologia més satisfactoria
es la de adoptar un modelo alternativo cuya distribucién es mas apropiada para los

datos en términos de bondad de ajuste.

Una segunda caracteristica de los datos de supervivencia la cual hace a los méto-
dos estandares poco apropiados es que los tiempos de supervivencia frecuentemente
estan censurados. El tiempo de supervivencia de un individuo se dice censurado
cuando el evento de interés no ha sido observado. Esto puede ocurrir cuando al fi-
nal del periodo de estudio, varios individuos siguen vivos. Otra forma de censura es
cuando el estatus de supervivencia de un individuo en el estudio no es bien sabido
porque se ha perdido de vista al individuo. Por ejemplo, suponga que cierto indi-
viduo, después de ser reclutado para el estudio, se muda a otro pais, o simplemente
no se le puede encontrar. La tinica informacion disponible acerca la supervivencia

del individuo censurado es la tltima fecha en que se le vio con vida.

Un individuo que entra a un estudio en el tiempo ¢y muere en tiempo tq + .
Sin embargo, si el tiempo de supervivencia correspondiente es censurado, t es de-

sconocido, ya sea porque el individuo sigue vivo o porque se la ha perdido de vista.
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Si el individuo fue visto con vida por ultima vez en el tiempo ¢y + ¢, el tiempo c es

conocido como el tiempo de supervivencia censurado por la derecha.

Para comenzar con la introduccion al modelado estadistico de datos de super-
vivencia, es pertinente considerar algunas caracteristicas relevantes de las distribu-
ciones de probabilidad para el analisis; para esto, se partira de la suposicion de que
la poblacion es homogénea. A continuaciéon Se examinan algunas especificaciones
de la variable aleatoria positiva 7', la cual esta asociada con el tiempo para que
ocurra el evento, y después se consideran varias distribuciones especiales que son

de utilidad para el ajuste de los datos correspondientes.

Supdéngase que la variable aleatoria T' tiene una distribucion de probabilidad
cuya funcion de densidad se denota con f(t). La funcidn de distribucion de T

esta dada por
t
F(t) = Pr{T < 1} = / Fu)du,
0

y representa la probabilidad de que el evento de interés ocurra antes de del tiempo

t.

La funcién de supervivencia, definida por S(T') = Pr{T > t}, es la probabilidad

de que el tiempo para que ocurra el evento sea mayor que el tiempo ¢, y entonces
S(t)=1—F(t).

La funcién de supervivencia entonces representa la probabilidad de que un individuo
sobreviva desde el punto origen hasta algiin punto mayor que ¢. Otra interpretacién

puede ser la proporcién de individuos que sobreviven al tiempo ¢.

La fuerza de mortalidad, denotada con h(t), (también conocidad en inglés como
hazard function) es la probabilidad de que in individuo muera en el tiempo ¢ dado
que ha sobrevivido hasta ese tiempo. La fuerza de mortalidad representa la tasa

instantdanea de mortalidad para un individuo que sobrevive al timpo t. De esta
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forma,

h(t) = lim

dt—0

Pr{t<T <t+6t|T >t}
ot '
Usando la funcién de disribucion de T'y la definiciéon de probabilidad condicional,
se puede demostrar que

o F(t+dt) — F(t) 1
At) = lim { 5t } Sy

Aqui, es posible observar que

lim {F(t +dt) — F(t) }

dt—0 ot

es la definicién de la derivada de F(t) con respecto a t, la cual es la funcién de

densidad f(t), y por lo tanto se tiene que

ademas
d
h(t) = ——{log S(t)},
(1) =~ {log S(1)}
y entonces una expresion de la funcion de supervivencia en términos de la fuerza

de mortalidad es
S(t) = exp{—H(t)},

donde

es la fuerza de mortalidad integrada.

Una funcién h(z) es una fuerza de mortalidad si y solo si satisface las siguientes

propiedades:

1. h(z) >0, para toda x.

5. /000 h(z)de = oc.
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Estas propiedades son necesarias ya que

W) = % >0
y
/0 T h(p)dz = /0 " _d[log S()]
— _logS(a) :O

Estas propiedades son suficientes ya que la funcién de distribucion resultante

F(z) es valida; que es, en términos de la fuerza de mortalidad h(x):

F(—o00) = F(0) =1 — exp {— /00 h(t)dt] =0

Foo) = 1— exp [— /000 h(t)dt] _1,

x
y F(x) es una funcién creciente de x ya que / h(t)dt es una funcién creciente de
0

Z.

En el andlis de datos de supervivencia, la funciéon de supervivencia y la fuerza

de mortalidad son las cantidades mas relevantes para estimar.

1.1.1. EIl Modelo Exponencial

La distribucién exponencial de pardmetro A y media 1/) se caracteriza por
S(t) = exp{—=XAt}, [f(t) =Aexp{=At}, h(t)=2A, H(t) =\,

donde A > 0. La fuerza de mortalidad constante refleja la propiedad de la dis-

tribucion exponencial conocida como la falta de memoria; esto es, si la variable
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aleatoria T se distribuye exponencial con media 1/, X ~ EXP(1/)\), entonces
Pr{T > a+t|T > a} = Pr{T >t} para todaa >0yt >0.

1.1.2. El Modelo Weibull

Supongase que 1" se distribuye Weibull con pardametro de escala A y parametro

de forma «, i.e. T ~ WEI(1/)\, ), cuya funcién de densidad es
f(t) = aX*t* L exp {— ()}, a, A > 0.
the associated conditional hazard function is
h(t) = aX(At)* 1. (1.1)
S(t) = exp{—(\t)*}. (1.2)

El parametro A en el modelo Weibull es aproximadamente inversamente propor-

cional a la mediana de los tiempos de supervivencia, ya que

(log2)"/®

mediana de 1" = 3

Es interesante observar que esta cantidad depende hasta cierto punto de a pero
el determinante principal es A. La conveniencia del modelo Weibull para trabajo
aplicado se debe a la simplicidad de las funciones S(t) y h(t). Notese que cuando

a = 1, entonces se obtiene el modelo exponencial.

1.1.3. El Modelo del Valor Extremo

SiT ~ WEI(1/), @), entonces la transformacién Y = log T tiene la distribucién

de valor extremo con funcién de densidad

f) = esplly —n)/o — expiy ~ n)/o}],
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donde n = =\ y 0 = 1/«. La funcién de supervivencia correspondiente es
S(y) = exp [~ exp{(y — n)/0}]
y la fuerza de mortalidad es
1
hiy) = —exp[(y —n)/o].

Cuando n =0y o =1, la distribucién de Y es la valor extremo estandar.

El Modelo Gompertz-Makeham

Una forma conveniente de la fuerza de mortalidad es
h(t) = po + p1 exp{pat}, p1sp2 >0, po = —p1,
cuya funcion de supervivencia es
P1
S(t) = exp {—Pot s [exp{pat} — 1]} :
2

Esta especificacién es conocida como el modelo Gompertz. Cuando py = 0 como

caso especial, el modelo es conocido como Gompertz.

1.1.4. EIl Modelo Lognormal

La distribucion lognormal esta definida por la funcién de densidad

exp {_% <10gt7_“>2}
f(t) = = ()

donde t > 0, —o0 < u < ooy o >0,y su funciéon de supervivencia esta dada por

S(t)zl—@(w)

o
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La variable aleatoria correspondiente, la cual se denota con T~ LOGN(pu,0?),
esté relacionada con la distribucién normal ya que T ~ LOGN(u,0?) si y solo si

X =logT ~ N(u,c?).

La distribuciéon exponencial no es un caso especial de la lognormal. La fuerza
de mortalidad asociada con la lognormal no es mondtona. Una desventaja de este

modelo es que el ajuste es muy sensitivo a observaciones de tiempos cortos.

1.1.5. El Modelo de Pedazos Exponenciales

En muchas ocasiones, el patron de dependencia de tiempo en los modelos especi-
ficados en forma completamente paramétrica, tales como el Weibull o el Gompertz,
no siempre ajustan bien los datos. En tales casos, un modelo de pedazos exponen-
ciales (en inglés piece-wise exponential model) bien puede constituir un esquema

mas apropiado. Este modelo es especificado con la fuerza de mortalidad
h(t) = exp(km) site€ Ap,

donde A, = [am_1,am), m = 1,..., M, son restimenes intervalos mutuamente ex-
cluyentes (previamente especificados) que cubren en forma exhaustiva la recta real
positiva, i.e. ag = 0, a,, > a,, 1 para m > 0y ap = oo. De esta forma, h(t) es
constante en cada uno de los intervalos y k,, representa la fuerza de mortalidad
en cada uno de ellos. La fuerza de de mortalidad integrada correspondiente puede
expresarse como
tef cosite Ay
H(t)=<{ m=1

Yo(ag —ap—r)e + (t — ap—1)e™ : site€ Ay, m> 2.
i=1



