Examen

Modelos de Supervivencia

1. Determine la fuerza de mortalidad para la variable aletoria cuya funcién de

supervivencia es

S(u) = ez,

2. Cuando se estima el parametro 6, la funcion de verosimilitud pra datos con

censura por la derecha se puede expresar como

n

L0) = [] £z St

i=1
cuando los tiempos de vida se modelan con una densidad f y una funcién de
supervivencia S. Demuestre que la funcién log-verosimilitud se puede expresar

con la forma
10) = [ [ oi(z) = > H(z),
i=1 i=1
donde h denota la fuerza de mortalidad y H denota la fuerza de mortalidad

acumulada.

3. Sean hg y Hj la fuerzas de mortalidad y la fuerza de mortalidad acumulada
correspondientes a un modelo de supervivencia de “base” conocido. Una
distribucién de supervivencia con parametro p, densidad f(u;p), funcién de
supervivencia S(u; p), fuerza de mortalidad h(u; p) corresponde al modelo de

riesgos proporcionales si
h(u; p) = pho(u).

La meta es estimar el pardmetro p cuando hy y Hy son conocidos.

(a) Demuestre que la funcién log-verosimilitud de la muestra con censura por

la derecha Zy, Zs, ..., Z, (con t; y ¢; el tiempo y el indicador de censura



asociados con Z;) estd dado por

l(p) = nylog, p+ Z d; log, ho(2:) — Z pHo(z),
i—1 i1

donde n, denota el nimero de observaciones sin censura.

(b) Demuestre que el estimador de maxima verosimilitud de p es

R Ty
P= -
> Ho(z)
i=1
(c) Determine la informacién observada para este problema y encuentre un

intervalo de confianza de 95% para p.

4. El modelo de riesgos proporcionales mas simple permite comparar dos grupos
con respecto a sus tiempos de supervivencia. La variable auxiliar x se usa

para identificar a cual de los dos grupos pertenece el individuo:

{ 0 si el individuo pertenece al Grupo 1
xr =

1 si el individuo pertenece al Grupo 2.

De esta forma h,(y) = ho(y)e’®, el cual se puede expresar en términos del

parametro (3.

(a) Encuentre expresiones para las fuerzas de mortalidad hy(y) y he(y) para
los dos grupos. Si las funciones de supervivencia son Si(y) y Sa(y),

demuestre que

Sa(y) = Si(y)™P”.

(b) Demuestre que, bajo el modelo de riesgos proporcionales, la prueba de
la hipétesis nula Hy : § = 0 es equivalente a probar la igualdad de las

funciones de supervivencia de los dos grupos.

5. Demuestre que si el modelo de riesgos proporcionales y el modelo de tiem-

pos acelerados coinciden, entonces los tiempos de supervivencia tienen una



distribucién Weibull. Esto es, demuestre que si

So(y)gl(x) = Solyga(x)],

entonces

s =en (- (2]

para valores especificos de a y b.

. Supdngase que se desea comparar los tiempos de supervivencia de dos grupos
de pacientes. El grupo 0, indicado con z = zy = 0, el cual corresponde al
tratamiento de placebo, tiene fuerza de mortalidad hy(z), y tiene una funcién
de supervivencia

So(z) = exp {—%} :
El grupo 1, indicado con x = x; = 1, el cual corresponde a un nuevo

tratamiento, tiene fuerza de mortalidad hy(z), y tiene una funcién de su-

RS-

(a) Encuentre expresiones para ho(z) y hi(z) en términos de \ y 1.

pervivencia

(b) Demuestre que los dos grupos siguen el modelo de riesgos proporcionales
hi(z) = exp{Bx;}tho(z) para  i=0,1

cuando 1) = €P.

(c) Dados datos observados del Grupo 0
(zi0;6i0), 1 =1,2,...ng,
y datos observados del Grupo 1

(Zﬂ,éﬂ), 7= 1,2,...n1,



donde 4;; = 0 si z;; tiene censura por la derecha y tiene valor 1 de otra
forma, demuestre que la funcién log-verosimilitud del problema de dos

muestras es
1
L, A) = —(rg + 1) log A + 71 log ¢ — X(TO + 1Y),

n;
donde 7; = ) 45, ¢ = 0,1, es el nimero total de observaciones sin
i=1
n;
censura en el Grupo ¢, y T; = ) z;;, i = 0,1, es la suma total de los
Jj=1
tiempos de supervivencia observados en el Grupo 1.

(d) Demuestre que los estimadores de méxima verosimilitud de A\ y ¢ estén

dados por
BN To 0 1o
A= — = —.
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